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基于改进的全变分图像去噪算法研究

谈晶圩，杨　敏
南京邮电大学 自动化学院、人工智能学院，江苏 南京( )　２１００２３

摘要：图像去噪常采用全变分模型，此模型在对噪声图像进行平滑的同时保护边缘信息，但噪声较

大时，容易产生梯阶效应。传统全变分模型仅考虑垂直和水平方向的梯度信息，没有充分考虑像素

的邻域信息，从而忽略了图像一些结构信息。针对上述缺点，提出全变分图像去噪优化的新算法，

该算法使用新定义的全变分，并利用预解式原偶混合梯度算法优化求解，将全变分正则化项转成对

偶形式求解，保真项以原问题求解。仿真实验结果表明，在信噪比、图像一致性方面，文中方法都有

所提升，能产生更清晰的边缘和图像结构，提高了去噪性能。
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　　图像去噪［１］是图像处理中的基本问题，其中

全变分正则化模型［２］是应用最普遍的去噪模型，

能很好地保护图像边缘信息，但容易产生梯阶效

应。研究者在模型和数值计算上对全变分模型进

行改进，如广义全变分［３］、交叠组稀疏全变分［４］、

分数阶全变分［５］等，这些方法在定义梯度时只局

限于垂直和水平方向，忽略了图像许多结构特征，

在图像复原时纹理结构容易丢失，Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ等［６］

在有限差分基础上提出了迎风有限差分，从更多

方向上定义梯度。

本文针对全变分模型梯阶效应明显的问题，受

文献［７］的启发，在经典的全变分去噪模型的基础



上，将迎风差分引入全变分正则项中，将迎风全变分

代替传统全变分去噪模型中的各向异性全变分部

分，利用迎风有限差分定义梯度，更充分地考虑邻域

梯度信息，从而改善去噪性能，减少伪影，提高提取

边缘能力。在模型计算时采用原偶混合梯度算

法［８］迭代优化求解，基于对偶理论，将全变分模型

转化为对偶求解，既改善了去噪效果，同时保持图像

边缘。

这种全变分模型在结构上与具有鞍点结构的

优化模型可建立对应关系，所以采用能有效求解

鞍点问题的原偶混合梯度算法来求解新模型，这

种数值求解算法收敛速度快，效果好。应用对偶

理论将原问题转成鞍点问题来求解，分开求解原

始变量和对偶变量，每步的计算量较其他算法较

少，降低了计算难度。本文算法与一些优化求解

算法，如拉格朗日乘子法［９］、投影法［１０］、Ｂｒｅｇｍａｎ
分裂迭代算法［１１］和交替近端梯度法（ＡＰＧＭ）［１２］

等相比，结构较为简单。因为这些优化算法均需

做梯度的复合运算，而本文采用的基于预解式的

原始对偶算法只需做单一的梯度运算，迭代复杂

度较低。虽然 ＡＤＭ［１３］方法是求解全变分图像复
原的有效算法，一般用于有约束凸优化问题。但

是，对于大型数据或者求解高维最小化问题时，原

偶混合梯度算法更为简单、有效。

１　全变分新定义
数字图像中，更多的使用差分来近似导数。文

献［１４］使用向后差分法，把图像看作二维离散函
数，最简单的ｘ和ｙ方向梯度近似表达式如下

Ｄｘ＝ｕ（ｘ，ｙ）－ｕ（ｘ－１，ｙ）

Ｄｙ＝ｕ（ｘ，ｙ）－ｕ（ｘ，ｙ－１）
（１）

图像的梯度表示为

　

Δ

ｕ（ｘ，ｙ）＝［Ｄｘ，Ｄｙ］
Ｔ （２）

梯度的方向是图像函数 ｕ（ｘ，ｙ）变化最快的方
向，在图像边缘处一定有较大的梯度值，相反，图像

中较平滑的部分灰度值变化较小，则相应的梯度也

较小。

经典的图像梯度计算方法考虑图像的每个像素

在它周围邻域内的灰度变化，利用相邻边缘的一阶

或二阶导数变化规律，对原始图像中像素某个邻域

进行梯度计算。

通常使用全变分正则项为各向同性，其离散定

义为

ＴＶｉ（ｕ）＝∑
Ｎ１

ｎ１＝１
∑
Ｎ２

ｎ２＝１
｜ｕ［ｎ１＋１，ｎ２］－ｕ［ｎ１，ｎ２］｜＋

｜ｕ［ｎ１，ｎ２＋１］－ｕ［ｎ１，ｎ２］｜ （３）
传统全变分去噪模型中正则项是各向异性扩散

项，边缘容易出现伪影，梯阶效应明显。梯阶效应使

得图像的光滑区域趋于分片常值，伪边缘的出现严

重影响图像的视觉效果。

各向同性全变分是离散全变分定义的一个有

缺陷的定义，它的最小化倾向于水平和垂直结构，

只考虑两个方向０°和 －９０°的梯度信息作为正则
项约束，容易产生梯阶效应。在图像复原过程中，

图像边缘的倾斜结构使全变分值也变得更大。传

统全变分正则项梯度方向信息选取示意图如图１
所示。
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图 １　全变分正则项梯度方向

基于图像各向同性全变分的旋转不变性，即经

过任意旋转后，图像各向同性全变分的值不改变，使

得在图像处理的过程中找不到一个特定方向使图像

各向同性全变分值最小，导致图像纹理不能够有效

提取。

用迎风全变分来定义更具有各向同性的全变分

模型

ＴＶｕｐｗｉｎｄ（ｕ）＝

∑
Ｎ１

ｎ１＝１
∑
Ｎ２

ｎ２＝１

（ｕ［ｎ１，ｎ２］－ｕ［ｎ１＋１，ｎ２］）２＋＋

（ｕ［ｎ１，ｎ２］－ｕ［ｎ１－１，ｎ２］）２＋＋

（ｕ［ｎ１，ｎ２］－ｕ［ｎ１，ｎ２＋１］）２＋＋

（ｕ［ｎ１，ｎ２］－ｕ［ｎ１，ｎ２－１］）２槡 ＋

（４）
其中，ｕ＋表示ｍａｘ（ｕ，０），迎风全变分相对于各向同
性是更具各向同性的，并且容易产生尖锐的倾斜边

缘，有利于减少边缘伪影。相对于上述传统方法只

考虑０°和９０°方向，新定义的全变分将方向０°，９０°，
１８０°，－９０°的梯度作为正则项约束，更充分考虑像
素点的邻域梯度。在图像处理中，它能去除浅色背

景下的小而暗的噪声点。既能发挥各向同性的特

征，同时具有较好的图像边缘提取效果，提高图像去

噪效果。迎风全变分正则项梯度方向信息选取示意

图如图２所示。
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图 ２　迎风全变分正则项梯度方向

２　基于原偶混合梯度算法的模型求解
２．１　全变分模型

全变分去噪模型的无约束优化形式为

ｍｉｎ
ｕ∈Ｘ
‖　

Δ

ｕ‖１＋
λ
２‖ｕ－ｇ‖( )２２ （５）

其中，Ｘ表示有限维向量空间，‖·‖ｖ表示欧几里

得范数，　

Δ

ｕ表示梯度算子，λ表示正则化参数，ｕ表
示去噪后图像，ｇ表示观测图像。式中第一项为正
则项，代表原始图像的先验信息，第二项为保真项，

用于保证去噪后图像与观测图像的相似性。正则化

参数用来平衡模型中正则项与保真项，当取最优值

时，才能使恢复图像效果最佳。

图像去噪是一个从噪声图像中复原清晰图像的

逆问题，在去噪方法中，变分方法将逆问题建模为能

量泛函的优化问题。

能量泛函的梯度下降方程为

ｕ
ｔ
＝ｄｉｖ 　

Δ

ｕ
｜　

Δ

ｕ( )｜＋λ（ｕ－ｇ） （６）

初始值设置ｕ＝ｇ，通过梯度下降法对图像进行
反复迭代计算直到得到一个最优解，从而获得复原

图像ｕ。

式（６）中第一项 ｄｉｖ 　

Δ

ｕ
｜　

Δ

ｕ( )｜为扩散项， １｜　Δｕ｜为
扩散系数，用于修复图像时平衡图像在不同梯度下

的扩散强弱，避免图像修复后损坏区域与其邻域之

间过度平滑的情况。梯度模｜　

Δ

ｕ｜是扩散系数的控
制因素，在边缘处｜　

Δ

ｕ｜大，扩散系数较小，在边缘处
扩散较弱，保留了图像的边缘。在图像平滑区域

｜　

Δ

ｕ｜小，扩散系数较大，扩散强，能去除平滑区域的
噪声。该去噪模型能够很好地去除噪声，但是由于

其扩散系数只依赖于图像梯度，梯度定义的缺陷不

能很好地保留图像的信息，所以在去噪的过程中容

易把噪声点当作边缘，平滑掉图像的一些边缘细节

特征，造成梯阶效应。

２．２　原偶恢复模型
图像恢复模型是求取正则化函数的极小化，作

为图像复原的结果。

式（５）中变分项是凸的、不可微、非光滑的，使
得求解具有一定复杂度。原始对偶算法是近几年提

出的最优化算法，因其高效的迭代方式备受关注，被

广泛应用于图像处理领域。首先定义参数

　　　
Ｌ＝‖Ｋ‖＝ｍａｘ｛‖Ｋｘ‖｝：ｘ∈Ｘ
ｗｉｔｈ‖ｘ‖≤１

（７）

一般鞍点问题即原始对偶模型表示为

ｍｉｎ
ｘ∈Ｘ
ｍａｘ
ｙ∈Ｙ
〈Ｋｘ，ｙ〉＋Ｇ（ｘ）－Ｆ（ｙ） （８）

一般优化问题表示为

ｍｉｎ
ｘ∈Ｘ
Ｆ（Ｋｘ）＋Ｇ（ｘ） （９）

式（８）相应的对偶问题表示为
ｍａｘ
ｙ∈Ｙ
－（Ｇ（－Ｋｙ）＋Ｆ（ｙ）） （１０）

其中，Ｇ：Ｘ→［０，＋∞］，Ｆ：Ｙ→［０，＋∞］都为凸下
半连续函数，Ｆ是 Ｆ的凸共轭函数。将原始问题
与全变分模型建立对应关系，即 Ｆ（Ｋｘ）对应全变分
模型中正则项，Ｇ（ｘ）对应保真项，全变分去噪模型
与所示的鞍点结构优化模型形式相近，可建立对应

关系，即令Ｋ＝　

Δ

，Ｇ（ｕ）＝λ２‖ｕ－ｇ‖
２
２，Ｆ（ｐ）＝

δＰ（ｐ）。
新定义的全变分图像恢复模型可与原始对偶问

题建立对应关系，并采用原偶混合梯度算法进行

求解。

原始模型

ｍｉｎ
ｕ∈Ｘ
‖　

Δ

ｕ‖１＋
λ
２‖ｕ－ｇ‖( )２２ （１１）

其中，对于任意的ｕｉ，ｊ∈Ｘ，‖　

Δ

ｕ‖１＝ｓｕｐｐ∈Ｙ〈ｐ，　

Δ

ｕ〉。

根据式（７），原始对偶公式为

ｍｉｎ
ｕ∈Ｘ
ｍａｘ
ｐ∈Ｙ
－〈ｕ，ｄｉｖｐ〉Ｘ＋

λ
２‖ｕ－ｇ‖

２
２－δＰ（ｐ） （１２）

其中，ｐ∈Ｙ是对偶变量，给定凸集Ｐ是对偶空间
Ｐ＝｛ｐ∈Ｙ：‖ｐ‖∞≤１｝ （１３）

其中，‖ｐ‖∞表示离散无穷范数

‖ｐ‖∞ ＝ｍａｘｉ，ｊ｜ｐｉ，ｊ｜，｜ｐｉ，ｊ｜＝ （ｐ１ｉ，ｊ）
２＋（ｐ２ｉ，ｊ）槡

２

集合Ｐ是点状球 Ｌ２上的点，函数 δＰ是集合 Ｐ
的指示函数，是恢复模型正则项的拓扑对偶，定义为

δＰ（ｐ）＝
０， ｉｆｐ∈Ｐ
＋∞， ｉｆｐ{ Ｐ

（１４）

原始全变分问题（７）和原始对偶全变分问题
（８）可以等价于对偶全变分问题

ｍａｘ
ｐ∈Ｙ
－ １
２( )λ‖ｄｉｖｐ‖２

２＋〈ｇ，ｄｉｖｐ〉Ｘ＋δＰ（ｐ） （１５）
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２．３　原偶混合梯度算法求解
基于预解式的原偶混合梯度算法的计算方法还

需详细描述预解算子（Ｉ＋Ｆ）－１和（Ｉ＋τＧ）－１。
首先，令原始变量 ｘ固定，求解对偶变量 ｙ，可

得ｙ的预解式
ｙ＝（Ｉ＋Ｆ）－１（ｙ＋Ａｘ） （１６）

然后，令对偶变量 ｙ固定，求解原始变量 ｘ，可
得ｘ的预解式

ｘ＝（Ｉ＋Ｇ）－１（ｘ－Ａｙ） （１７）
当函数 Ｆ和 Ｇ至少有一个为凸函数时算法

如下。

原偶混合梯度算法

步骤１　初始化：设置τ０，σ０＞０，其中 τ０σ０Ｌ２≤１，（ｕ０，ｐ０）∈Ｘ

×Ｙ，并且ｕ０＝ｕ０。

步骤２　计算迭代ｎ≥０：更新ｕｎ，ｐｎ，ｕｎ，θｎ，τｎ，σｎ
ｐｎ＋１＝（Ｉ＋σｎＦ）－１（ｐｎ＋σｎＫｕｎ）

ｕｎ＋１＝（Ｉ＋τｎＧ）－１（ｕｎ－τｎＫｐｎ＋１）

θｎ＝１／ １＋２γτ槡 ｎ，τｎ＋１＝θｎτｎ，σｎ＋１＝σｎ／θｎ
ｕｎ＋１＝ｕｎ＋１＋θｎ（ｕｎ＋１－ｕｎ）

判断是否满足停止准则

去噪模型中保真项 Ｇ（ｕ）＝λ２‖ｕ－ｇ‖
２
２为凸

函数，满足前提条件，可采用上述算法，已经由文章ｉ
给出了收敛性证明，但是需要满足参数 Ｌ的定义要
求，即梯度算子Ｋ＝　

Δ

的取值范围，在这里

Ｌ＝‖Ｋ‖＝‖　

Δ

‖≤槡８ （１８）
在数值计算实现中，需要求取预解算子

（Ｉ＋Ｆ）－１、（Ｉ＋τＧ）－１。由 Ｆ（ｐ）＝δＰ（ｐ）和

Ｇ（ｕ）＝λ２‖ｕ－ｇ‖
２
２，所以原始变量为

ｕ＝（Ｉ＋τＧ）－１（ｕ
～
）ｕｉ，ｊ＝

ｕｉ，ｊ＋τ
～
λｇｉ，ｊ

１＋τλ
（１９）

对偶变量为

ｐ＝（Ｉ＋σＦ）－１（ｐ
～
）ｐｉ，ｊ＝

ｐ～ｉ，ｊ
ｍａｘ（１，｜ｐ～ｉ，ｊ｜）

（２０）

其中，ｐ^＝ｐ＋σＫｕ，ｕ^＝ｕ－τＫｐ，Ｋ＝　

Δ

。

３　实验
为了验证本文算法的有效性，与相关文献算法

进行比较，考虑如下具有约束的迎风差分全变分范

数正则模型

ｍｉｎ
ｕ∈Ｘ
‖ｕ‖ＴＶｕｐｗｉｎｄ＋

λ
２‖ｕ－ｇ‖

２
２ （２１）

测试图像如图 ３所示，是标准的 Ｌｅｎａ（５１２×

５１２），Ｂａｒａｒａ（５１２×５１２），Ｂｅｔｈ（２５６×２５６），Ｓｏｃｃｅｒ
（５１２×４８０），Ｄｏｌｌａｒ（５１２×５１２），Ｇｉｒｌ（７６８×５１２）作
为去噪标准图像。如图４（ａ）所示为加入０．３的高
斯噪声的图像。

图 ３　测试图像
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图 ４　图像去噪算法对比

实验均在ＬｅｎｏｖｏＹ７０００笔记本进行，处理器为
Ｉｎｔｅｒ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ５８３００ＨＣＰＵ＠２．３０ＧＨｚ和
８ＧＢ内存，操作系统为 Ｗｉｎｄｏｗｓ１０６４位，同时仿真
软件为Ｍａｔｌａｂ（２０１８）。过去已经有证明各项同性
全变分模型比各向异性模型复原效果好［１５］。在本

文实验中使用对比的方法如下：

（１）全变分原始对偶去噪（ＴＶＰＤ）；
（２）迎风全变分交替近端梯度（ＴＶｕＡＰＧＭ）；
（３）全变分交替近端梯度（ＴＶＡＰＧＭ）；
（４）全变分Ｂｒｅｇｍａｎ（ＴＶＢｒｅｇｍａｎ）
（５）本文迎风全变分原始对偶去噪；
为了评价算法的性能，使用峰值信噪比 ＰＳＮＲ，

结构相似性 ＳＳＩＭ和算法迭代时间作为相应评价
指标。

峰值信噪比ＰＳＮＲ是基于误差敏感的图像质量
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评价。给定一个大小 ｍ×ｎ的干净图像 Ｉ和噪声图
像Ｋ，均方误差（ＭＳＥ）定义为：

　　ＭＳＥ＝ １ｍｎ∑
ｍ－１

ｉ＝０
∑
ｎ－１

ｊ＝０
［Ｉ（ｉ，ｊ）－Ｋ（ｉ，ｊ）］２ （２２）

ＰＳＮＲ定义为

ＰＳＮＲ＝１０ｌｏｇ１０
ＭＡＸ２Ｉ( )ＭＳＥ

（２３）

ＰＳＮＲ的值越大，失真越小。

ＳＳＩＭ（ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｉｍｉｌａｒｉｔｙ）结构相似性，ＳＳＩＭ
取值范围［０，１］，值越大，表示图像失真越小。

　ＳＳＩＭ（ｘ，ｙ）＝
（２μｘμｙ＋ｃ１）（２σｘｙ＋ｃ２）
（μ２ｘ＋μ

２
ｙ＋ｃ１）（μ

２
ｘ＋μ

２
ｙ＋ｃ２）

（２４）

如表１所示，在 Ｌｅｎａ图像去噪算法对比中，迭
代次数为５００，４种不同的方法设置不同的参数 λ，
选取最优去噪效果作比较，相关对比数据见表１。

表 １　图像去噪算法对比

图像
Ｌｅｎａ

λ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

Ｂａｒａｒａ

λ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

Ｂｅｔｈ

λ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

Ｓｏｃｃｅｒ

λ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

Ｄｏｌｌａｒ

λ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

Ｇｉｒｌ

λ ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

ＴＶＰＤ ４．００ ２４．６１６８ ０．９４１９ ４．５０ ２２．０９５９ ０．８９１６ １４．００２７．６４５９ ０．９６８５ ５．００ ２１．２６７３ ０．８９１４ ６．００ １８．３１９２ ０．８１２０ ４．５０ ２２．０２１７ ０．９６３５

ＴＶｕＡＰＧＭ ０．３０ ２４．４７１９ ０．９４０４ ０．３０ ２２．０１２２ ０．８９２２ ０．０９ ２７．４９９５ ０．９６７２ ０．２５ ２０．９９１５ ０．８８３１ ０．１８ １８．２８１２ ０．８１１６ ０．３１ ２１．７５７１ ０．９６１２

ＴＶＡＰＧＭ ０．２６ ２４．５７７７ ０．９４１２ ０．２５ ２２．０５２０ ０．８８８８ ０．０７ ２７．６３６０ ０．９６８５ ０．２０ ２１．２６７３ ０．８９１４ ０．１６ １８．３１６６ ０．８１３８ ０．２３ ２２．０２３０ ０．９６３５

ＴＶＢｒｅｇｍａｎ １．００ ２４．５８５２ ０．９４２３ １．００ ２０．６６１４ ０．８７８４ １．００ ２７．６０３７ ０．９６８０ １．００ ２１．２２９５ ０．８８９６ １．００ １８．２２９６ ０．８０１８ １．００ ２０．７５５０ ０．９１７１

本文方法 １９．００２７．８４１６ ０．９７５９ ６．５０ ２２．０９６２ ０．８９２０ １９．１０２７．６５１９ ０．９６８５ ７．１０ ２１．２７５２ ０．８９１９ ８．６０ １８．３１９４ ０．８１２６ ６．１０ ２２．０２６７ ０．９６３６

　　如表１所示，４种方法的去噪效果不尽相同，本
文提出的模型对图像恢复时的 ＰＳＮＲ值均高于其它
几种方法，ＳＳＩＭ值也基本高于其它几种方法，说明
在噪声的情况下，本文方法具有较好的去噪效果。

在测试图片Ｌｅｎａ上，初始值λ设置为１９，本文方法
的ＰＳＮＲ，ＳＳＩＭ在４种方法中数值最高，去噪效果和
纹理信息的提取也相对较好。综上６张图片的各项
评价指标的数值对比，本文方法数值效果值最优。

如表２所示，基于六张测试图像的 ＰＳＮＲ和
ＳＳＩＭ两个图像质量指标平均值显示，本文算法的峰
值信噪比是最高的，在图像效果上有明显的提升。

表 ２　各算法评价指标数值平均值对比

图像 ＰＳＮＲ ＳＳＩＭ

ＴＶＰＤ ２２．６６１１ ０．９１１４

ＴＶｕＡＰＧＭ ２２．５０２２ ０．９０９２

ＴＶＡＰＧＭ ２２．６４５４ ０．９１１２

ＴＶＢｒｅｇｍａｎ ２２．１７７４ ０．８９９５

本文方法 ２３．２０１８ ０．９１７４

４　结束语
本文在全变分去噪模型基础上，对正则化项进

行新定义，更多考虑边缘信息，提高了边缘结构的提

取效果，并利用原偶混合梯度算法求解。相比ＡＤＭ
算法，子问题求解难度减小。仿真实验结果表明：在

信噪比、图像一致性方面，本文方法都有所提升。但

是本文算法计算时间较长，在后续的研究中，针对迭

代时间过长的问题，研究如何提高优化算法的运行

效率和提升图像复原效果。
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声　　明

为适应我国信息化建设的需要，扩大作者学术交流渠道，实现期刊编辑、出版工作的网络化，本刊已加入

《中国学术期刊（光盘版）》、《中国期刊网》全文数据库、《万方数据———数字化期刊群》和《中文科技期刊数

据库》，并已许可《中国学术期刊（光盘版）》电子杂志社在中国知网及其系列数据库产品中，以数字化方式复

制、汇编、发行、信息网络传播本刊全文，作者著作权使用费随本刊稿酬一次性给付。如不同意将文章编入相

关数据库，请在来稿时声明，本刊将做适当处理。

本刊编辑部

００１ 南京邮电大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　２０２０年


