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双基地展开互质阵列 ＭＩＭＯ雷达 ＤＯＤ、ＤＯＡ
降维估计算法
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摘要：展开互质阵列将两个子阵完全展开，因而可在阵元数目受限情况下获得相较于均匀阵列以及

传统互质阵列更大的阵列孔径。文中基于双基地展开互质阵列多输入多输出（ＭｕｌｔｉｐｌｅＩｎｐｕｔＭｕｌｔｉ
ｐｌｅＯｕｔｐｕｔ，ＭＩＭＯ）雷达阵列结构，提出了基于降维多重信号分类（ＭｕｌｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭＵ
ＳＩＣ）算法的双基地展开互质阵列 ＭＩＭＯ雷达离开角（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆＤｅｐａｒｔｕｒｅ，ＤＯＤ）、到达角（Ｄｉｒｅｃ
ｔｉｏｎｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）联合估计算法。算法通过增加约束并构造代价函数的方式，将二维 ＭＵＳＩＣ算
法中的穷尽搜索二维谱峰转化为求解带约束二次优化问题，先后得到 ＤＯＡ、ＤＯＤ，并且 ＤＯＤ与
ＤＯＡ自动配对。降维思想的引入使得算法无需二维搜索，因而复杂度显著下降。同时，得益于展
开互质阵列ＭＩＭＯ雷达形成的虚拟阵列与大幅扩展的阵列孔径，提出的算法亦获得了显著提升的
分辨率、自由度以及低信噪比下更为优异的估计性能。此外，子阵数目的互质消除了阵元间距大于

半波长可能导致的相位模糊问题。仿真验证了算法的有效性。
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　　波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计属于阵
列信号处理的范畴，主要应用于无线通信、声纳、雷

达、医疗、电子对抗等领域。其主要目的在于估计出

信号入射至天线的角度，进而完成测向和定位。自

１９７９年ＳｃｈｍｉｄｔＲＯ提出经典的多重信号分类（Ｍｕｌ
ｔｉｐｌｅＳｉｇｎａｌＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ，ＭＵＳＩＣ）算法使得波达方向
估计进入了超分辨时代以来，针对波达方向估计的

研究层出不穷，极大地扩展了其深度和广度。

多输入多输出（ＭｕｌｔｉｐｌｅＩｎｐｕｔＭｕｌｔｉｐｌｅＯｕｔｐｕｔ，
ＭＩＭＯ）雷达［１］是自 ２００３年提出的新体制雷达，其
特点在于发射阵列和接收阵列分别配置多根天线用

于正交信号发射和远场信号的回波接收，并依据收

发阵列是否处于同一位置而分为收发共置单基地和

收发单置双基地的两种形式。ＭＩＭＯ雷达在空间分
辨率、自由度以及参数的可识别性等方面均优于传

统体制雷达，因而得到了学术界更多的关注。ＤＯＡ
估计以及离开角（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆＤｅｐａｒｔｕｒｅ，ＤＯＤ）、ＤＯＡ
联合估计则是ＭＩＭＯ雷达的重要研究内容，近年来
已取得了一系列重要研究成果［２７］。

互质阵列是一种经典的稀疏非均匀阵列，由于

子阵阵元间距大于半波长，因而在阵元数目受到限

制下可拥有更大的阵列孔径。互质阵列较于传统均

匀线阵具有以下的优势：（１）稀疏排布的阵元可实
现对接收信号的欠采样，进而突破了奈奎斯特采样

定理对天线阵列阵元间距的物理限制；（２）扩展的
阵列孔径可有效提高分辨率以及低信噪比情况下的

性能；（３）可获得远超阵元数目的自由度，从而使得
该阵列结构下的估计算法具有识别更多信源的能

力。文献［８］对经典的互质线阵、互质面阵以及该
阵列结构下的 ＤＯＡ估计方法的研究进展进行了详
尽介绍。基于互质阵列的 ＤＯＡ估计方法一般是通
过两个子阵得到各自的空间伪谱，谱峰重合的位置

即为真实的ＤＯＡ估计［９］，得益于更大的阵列孔径，

该阵列结构下的ＤＯＡ估计性能更佳，但是算法需要
额外的解模糊操作，即找到重合的谱峰。此外亦有

学者提出无需解模糊的互质阵列ＤＯＡ估计，如文献
［１０］提出了非圆信号下降维 ＭＵＳＩＣ算法的互质阵
列ＤＯＡ估计，直接使用全部阵列的接收数据构造空
间协方差矩阵，最后利用降维思想得到 ＤＯＡ估计。

展开互质阵列属于互质阵列的范畴，由文献［１１］首
次提出，区别于传统互质阵列的地方在于两个子阵

是完全展开的状态，因而阵列孔径得到进一步的扩

展，基于展开互质阵列的ＤＯＡ估计方法则使用全部
的阵列的接收数据构造协方差矩阵，进而使用经典

ＤＯＡ估计算法得到波达方向估计。文献［１２］利用
展开互质Ｌ阵列结构对非圆信号进行ＤＯＡ估计，利
用信号的非圆性，可将自由度扩大至两倍，并且获得

了更高的估计精度。文献［１３］利用展开互质 Ｌ型
阵列进行二维 ＤＯＡ估计，可实现完全自由度，得益
于扩展的阵列孔径，得到了更加精确的ＤＯＡ估计。

传统互质阵列ＭＩＭＯ雷达结构则是将传统互质
阵列分别作为收发阵列，由于更大的阵列孔径以及

ＭＩＭＯ雷达可获得扩展的虚拟阵列，该阵列结构下
的ＤＯＡ估计和 ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计性能均优于均
匀阵列ＭＩＭＯ雷达下的估计。文献［１４］在谈及展
开互质阵列ＭＩＭＯ雷达的同时，给出了传统互质阵
列ＭＩＭＯ雷达的具体结构。文献［１５］则给出了展
开互质阵列ＭＩＭＯ雷达的结构，并在该阵列下提出
了 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法，直接求解闭式解得到
ＤＯＤ、ＤＯＡ，避免了谱峰搜索使得运算量大大降低。
文献［１６］在该阵列结构下提出了单基地下基于
ＭＵＳＩＣ算法以及传播算子算法的 ＤＯＡ估计算法，
得到极为优异的ＤＯＡ估计性能。

本文则进一步地在文献［１６］的基础上提出双
基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ联合降维
估计算法。首先，由于 ＭＩＭＯ雷达可虚拟出远大于
阵元数目的虚拟阵列，其次，将展开互质阵列作为

ＭＩＭＯ雷达的收发阵列，虚拟阵列的阵列孔径得以
极大的扩展。基于此，算法获得了显著提升的分辨

率，自由度提高至（Ｍ＋Ｎ－１）２［１６］以及低信噪比下
更为优异的估计性能。提出的算法首先将二维ＭＵ
ＳＩＣ算法中的搜索公式进行重构，随后基于降维思
想，增加了消除无意义解的约束方程，并构造了基于

约束条件下的求解最优值的数学描述，利用拉格朗

日乘数法，构造代价函数，先行解出 ＤＯＡ，然后将
ＤＯＡ回代解出ＤＯＤ。算法获得了优异的性能，具体
地，算法在信噪比低至 －１５ｄＢ时仍能准确识别多
个信源的 ＤＯＤ、ＤＯＡ；在信源数目高达５７个时仍能

１２第２期 周　围，等：双基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ降维估计算法



准确识别每个信源的 ＤＯＤ、ＤＯＡ；在均方根误差关
于信噪比以及均方根误差关于快拍数的性能比较

上，算法显著优于传统互质阵列 ＭＩＭＯ雷达下的降
维ＤＯＤ、ＤＯＡ估计算法，以及展开互质阵列 ＭＩＭＯ
雷达下的 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法，并且得益于降维
思想无需二维穷尽搜索，因而计算量较于二维 ＭＵ
ＳＩＣ算法大大降低。此外子阵数目的互质消除了阵
元间距大于半波长可能导致的相位模糊问题，本文

亦给出了无相位模糊的数学证明。

１　系统模型
双基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达包含异地放置

的发射阵列和接收阵列，其几何结构如图 １所示。
发射阵列与接收阵列各包含两个稀疏均匀线阵的子

阵１和子阵２，两个子阵按照相反方向完全展开排
列，子阵１的最后一个阵元与子阵２的第一个阵元
相重合。设子阵１和２的阵元数目分别为 Ｍ，Ｎ，且
Ｍ，Ｎ互质，不失一般性设 Ｍ＜Ｎ。子阵１阵元间距
为Ｎλ／２，子阵２阵元间距为 Ｍλ／２，其中 λ为波长，
发射阵与接收阵各自的阵元数均为Ｍ＋Ｎ－１。
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图 １　双基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达几何结构

发射阵列和接收阵列的阵元位置可表示为

Ｐｔ＝Ｐｒ＝｛Ｍｎｄ０｜０≤ｎ≤（Ｎ－１）｝∪
｛Ｍ（Ｎ－１）ｄ０＋Ｎｍｄ０｜０≤ｍ≤（Ｍ－１）｝ （１）

其中，ｄ０为半波长。
现各个发射阵元同时发射同频正交的周期相位

编码信号，发射信号满足条件

　　　 １Ｌ∑
Ｌ

ｋ＝１
ｓｉ（ｋ）ｓｊ（ｋ）＝

１，ｉ＝ｊ
０，ｉ≠{ ｊ

　　　ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｍ＋Ｎ－１ （２）
其中，ｓｉ，ｓｊ分别是第ｉ个和第ｊ个发射阵元的信号，Ｌ
为每个重复周期的相位编码个数。

假设存在 Ｋ个互不相关的远场目标，且满足

Ｋ＜（Ｍ＋Ｎ－１）２，发射角度分别为１，２，…，Ｋ，目
标的回波波达角度分别为θ１，θ２，…，θＫ，因此发射阵
以及接收阵关于第ｋ个目标的导向矢量可表示为

ａｔ（ｋ）＝［ａｔ１（ｋ），ａｔ２（ｋ）］ （３）
ａｒ（θｋ）＝［ａｒ１（θｋ），ａｒ２（θｋ）］ （４）

其中，ａｔ１（ｋ），ａｔ２（ｋ）分别是发射阵子阵１、子阵２
的导向矢量，ａｒ１（θｋ），ａｒ２（θｋ）则分别是接收子阵１、
子阵２的导向矢量，ｋ＝１，２，…，Ｋ。发射子阵与接
收子阵的导向矢量表达式分别为

ａｔ１（ｋ）＝［ｅ
ｊＮ（Ｍ－１）πｓｉｎ（ｋ），ｅｊＮ（Ｍ－２）πｓｉｎ（ｋ），…，１］Ｔ

ａｔ２（ｋ）＝［ｅ
－ｊＭπｓｉｎ（ｋ），ｅ－ｊ２Ｍπｓｉｎ（ｋ），…，ｅ－ｊ（Ｎ－１）πｓｉｎ（ｋ）］Ｔ

（５）
ａｒ１（θｋ）＝［ｅ

ｊＮ（Ｍ－１）πｓｉｎ（θｋ），ｅｊＮ（Ｍ－２）πｓｉｎ（θｋ），…，１］Ｔ

ａｒ２（θｋ）＝［ｅ
－ｊＭπｓｉｎ（θｋ），ｅ－ｊ２Ｍπｓｉｎ（θｋ），…，ｅ－ｊ（Ｎ－１）πｓｉｎ（θｋ）］Ｔ

（６）
因此得到发射阵与接收阵的阵列流形Ａｔ，Ａｒ如下

Ａｔ＝［ａｔ（１），ａｔ（２），…，ａｔ（Ｋ）］ （７）
Ａｒ＝［ａｒ（θ１），ａｒ（θ２），…，ａｒ（θＫ）］ （８）

进而得到展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达的虚拟阵列流形
Ａ＝ＡｒＡｔ＝［ａ（１，θ１），ａ（２，θ２），…，ａ（Ｋ，θＫ）］＝
［ａｒ（θ１）ａｔ（１），ａｒ（θ２）ａｔ（２），…，ａｒ（θＫ）ａｔ（Ｋ）］

（９）
其中

ａ（ｋ，θｋ）＝ａｒ（θｋ）ａｔ（ｋ） （１０）
表示 ＫｈａｔｒｉＲａｏ积，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积。由此可
得接收阵元经过匹配滤波之后的接收数据

ｘ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１１）
其中，ｓ（ｔ）是回波信号矢量
ｓ（ｔ）＝［β１ｅ

ｊ２πｆｄ１ｔ／ｆｓ，β２ｅ
ｊ２πｆｄ２ｔ／ｆｓ，…，βｋｅ

ｊ２πｆｄｋｔ／ｆｓ，…，

βＫｅ
ｊ２πｆｄＫｔ／ｆｓ］Ｔ∈ＣＣＫ×１ （１２）

其中，βｋ为第 ｋ个点目标的雷达截面系数（Ｒａｄａｒ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ，ＲＣＳ），ｆｄｋ为第 ｋ个点目标的多普勒频
率，ｆｓ为发射波形的脉冲重复频率。ｎ（ｔ）是均值为
０、方差为σ２的加性高斯白噪声矢量。
ｎ（ｔ）＝［ｎ１（ｔ），ｎ２（ｔ），…，ｎ（Ｍ＋Ｎ－１）２（ｔ）］

Ｔ∈
ＣＣ（Ｍ＋Ｎ－１）２×１ （１３）
计算空间协方差矩阵Ｒｘｘ
Ｒｘｘ＝Ｅ［ｘ（ｔ）ｘ

Ｈ（ｔ）］＝ＡＲｓｓＡ
Ｈ＋σ２Ｉ（Ｍ＋Ｎ－１）２ （１４）

其中，Ｒｓｓ＝Ｅ［ｓ（ｔ）ｓ
Ｈ（ｔ）］＝ｄｉａｇ［σ２１，σ

２
２，…，σ

２
Ｋ］是

信源的协方差矩阵，σ２ｋ是第 ｋ个信源的功率。Ｉ是
维度为（Ｍ＋Ｎ－１）２×（Ｍ＋Ｎ－１）２的单位矩阵，实
际工程应用中，空间协方差矩阵可用 Ｌ个采样快拍
进行估计，于是有
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Ｒ^ｘｘ ＝
１
Ｌ∑

Ｌ

ｔ＝１
ｘ（ｔ）ｘＨ（ｔ） （１５）

其中，ｔ＝１，２，…，Ｌ。

２　双基地展开互质阵列 ＭＩＭＯ雷达
ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计

２．１　基于二维 ＭＵＳＩＣ算法的双基地展开互质阵
列ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计算法

　　对空间协方差矩阵Ｒｘｘ进行特征值分解

Ｒｘｘ＝ＥｓＵｓＥ
Ｈ
ｓ＋ＥｎＵｎＥ

Ｈ
ｎ （１６）

其中，Ｅｓ是Ｒｘｘ的Ｋ个主特征值所对应的特征向量，
即信号子空间，Ｅｎ是［（Ｍ＋Ｎ－１）

２－Ｋ］个其他特
征值所对应的特征向量，即噪声子空间，Ｕｓ和 Ｕｎ分
别是Ｋ个主特征值以及［（Ｍ＋Ｎ－１）２－Ｋ］个其他
特征值所组成的对角矩阵。根据噪声子空间与

ＤＯＤ、ＤＯＡ对应的导向矢量的正交性，可构造二维
空间谱的计算表达式

ＰＭＵＳＩＣ（，θ）＝
１

ａＨ（，θ）ＵｎＵ
Ｈ
ｎａ（，θ）

，

∈ －π２，
π( )２ ，θ∈ －π２，

π( )２ （１７）

其中，ａ（，θ）＝ａｒ（θ）ａｔ（）。Ｋ个谱峰所对应的
位置即为估计出的ＤＯＤ、ＤＯＡ。
２．２　双基地展开互质阵列 ＭＩＭＯ雷达 ＤＯＤ、

ＤＯＡ联合降维估计算法
　　上述的基于二维 ＭＵＳＩＣ算法的双基地展开互
质阵列ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计算法涉及二
维的穷尽搜索，因而运算量极大，在实际的测向系统

中应用并不现实。针对该问题，提出了该阵列结构

下基于降维 ＭＵＳＩＣ算法的 ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计
算法。

首先定义Ｖ（，θ）
Ｖ（，θ）＝［ａｒ（θ）ａｔ（）］

ＨＵｎＵ
Ｈ
ｎ［ａｒ（θ）ａｔ（）］

（１８）
对式（１８）重构变形，表达为
Ｖ（，θ）＝ａＨｔ（）［ａｒ（θ）ＩＭ＋Ｎ－１］

ＨＵｎＵ
Ｈ
ｎ［ａｒ（θ）

ＩＭ＋Ｎ－１］ａｔ（）＝ａ
Ｈ
ｔ（）Ｑ（θ）ａｔ（） （１９）

其中，Ｑ（θ）＝［ａｒ（θ）ＩＭ＋Ｎ－１］
ＨＵｎＵ

Ｈ
ｎ［ａｒ（θ）

ＩＭ＋Ｎ－１］。寻找表达式（１８）的最优解集（，θ），亦即
Ｖ（，θ）的极小值点，是一个二次优化问题。

为求得 Ｖ（，θ）的极值点，首先增加约束条件
ｅＴａｔ（）＝１，其中ｅ＝［１，０，…，０］，以排除 ａｔ（）为
全０的无意义解。至此，问题转化为约束条件下求
解最优解的数学问题，描述如下

　ｍｉｎａＨｔ（）Ｑ（θ）ａｔ（）　ｓ．ｔ．　ｅ
Ｔａｔ（）＝１（２０）

按照拉格朗日乘数法求解最优值的标准方法，

首先定义代价函数

Ｌ（，θ）＝ａＨｔ（）Ｑ（θ）ａｔ（）－λ（ｅ
Ｔａｔ（）－１）

（２１）
其中，λ为常数，对该式求关于 ａｔ（）的偏导，并使
其为０

Ｌ（，θ）
ａｔ（）

＝２Ｑ（θ）ａｔ（）＋λｅ＝０ （２２）

可解得ａｔ（）＝－
λ
２Ｑ

－１ｅ，又有约束 ｅＴａｔ（）＝１，

进而可得

αｔ（）＝
Ｑ－１（θ）ｅ
ｅＨＱ－１（θ）ｅ

（２３）

将式（２３）代入ｍｉｎａＨｔ（）Ｑ（θ）ａｔ（），可得

θ＝ａｒｇｍｉｎ １
ｅＨＱ－１（θ）ｅ

＝ａｒｇｍａｘｅＨＱ－１（θ）ｅ （２４）

在θ∈（－π／２，π／２）上对式（２４）进行搜索，Ｋ个峰

值所在位置即为ＤＯＡ估计（θ^１，θ^２，…，θ^Ｋ）。

随后将（θ^１，θ^２，…，θ^Ｋ）代入式（２３），可得发射阵

列下离开角所对应的导向矢量（ａ^ｔ（１），ａ^ｔ（２），

…，ａ^ｔ（Ｋ））。第ｋ个真实 ＤＯＤ，即 ｋ，所对应的发
射阵列导向矢量为

ａｔ（ｋ）＝［ａ
Ｔ
ｔ１（ｋ），ａ

Ｔ
ｔ２（ｋ）］

Ｔ＝［１，ｅｊＮπｓｉｎ（ｋ），…，
ｅｊ（Ｍ－１）Ｎπｓｉｎ（ｋ），ｅ－ｊ（Ｎ－１）Ｍπｓｉｎ（ｋ），ｅ－ｊ（Ｎ－２）Ｍπｓｉｎ（ｋ），…，
ｅ－ｊＮπｓｉｎ（ｋ）］Ｔ （２５）
定义

ｇｋ＝－ａｎｇｌｅ（ａｔ（ｋ））＝［０，－Ｎπｓｉｎ（ｋ），…，
－（Ｍ－１）Ｎπｓｉｎ（ｋ），（Ｎ－１）Ｍπｓｉｎ（ｋ），
（Ｎ－２）Ｍπｓｉｎ（ｋ），…，Ｎπｓｉｎ（ｋ）］ （２６）
其中，ａｎｇｌｅ（·）为取相位角操作。进而使用最小二
乘策略求解ｋ，最小二乘拟合公式如下

ｍｉｎ
ｃｋ
‖Ｐｃｋ－ｇ^ｋ‖

２
Ｆ （２７）

其中，ｃｋ＝［ｃｋ０，ｃｋ１］
Ｔ∈ＲＲ２×１是未知参数，ｃｋ１即为

πｓｉｎｋ，ｃｋ０为其他参数，可忽略。Ｐ∈ＲＲ
（Ｍ＋Ｎ－１）×２，具

体为

Ｐ＝
１ １ … １ １１ １ … １

－Ｎ（Ｍ－１）－Ｎ（Ｍ－２）… －Ｎ０Ｍ２Ｎ… （Ｎ－１）[ ]Ｍ
Ｔ

由式（２７）可解得

ｃｋ＝［ｃｋ０，ｃｋ１］
Ｔ＝（ＰＴＰ）－１ＰＴｇ^ｋ （２８）

则估计的发射角度 ^ｋ可由下式得到

^ｋ＝ａｒｓｉｎ（ｃ^ｋ１／π） （２９）

３２第２期 周　围，等：双基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ降维估计算法



算法的步骤描述如下：

１．按照式（１５）对接收信号求解空间协方差矩阵 Ｒｘｘ，并对该矩阵进

行特征值分解，得到噪声子空间Ｅｎ。

２．按式（２４）进行峰值搜索，Ｋ个极大值所对应的位置即为估计
的ＤＯＡ。

３．将步骤２中得到的 ＤＯＡ估计代入式（２３），得到发射阵列下 ＤＯＤ
所对应的导向矢量。

４．分别由式（２６）、式（２８）得到ｇｋ，ｃｋ，最后按照式（２９）得到 ^ｋ。

２．３　无相位模糊的证明
展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达的发射阵列以及接收

阵列的阵元间距是半波长的倍数，但是由于收发阵

列的各自子阵的数目互质，可避免阵元间距大于半

波长而可能导致的相位模糊问题。

现针对该阵列结构下算法不存在相位模糊问题

进行证明。设（ｅｋ，θ
ｅ
ｋ）是估计的第 ｋ个信源的离开

角度和波达角度。假定存在另外一个模糊角度对

（ａｋ，θ
ａ
ｋ），满足

ａ
ｋ≠

ｅ
ｋ，θ

ａ
ｋ≠θ

ｅ
ｋ，使得产生相位模糊。

此时（ａｋ，θ
ａ
ｋ）与（

ｅ
ｋ，θ

ｅ
ｋ）满足以下关系

ａ（ａｋ，θ
ａ
ｋ）＝ａ（

ｅ
ｋ，θ

ｅ
ｋ） （３０）

由式（３）、式（４）、式（１０）可知
ａＴｔ１（

ａ
ｋ）＝ａ

Ｔ
ｔ１（

ｅ
ｋ）

ａＴｔ２（
ａ
ｋ）＝ａ

Ｔ
ｔ２（

ｅ
ｋ）

ａＴｒ１（θ
ａ
ｋ）＝ａ

Ｔ
ｒ１（θ

ｅ
ｋ）

ａＴｔ２（θ
ａ
ｋ）＝ａ

Ｔ
ｔ２（θ

ｅ
ｋ）

（３１）

由式（５）、式（６）进一步得到
Ｎπｓｉｎθａｋ＝Ｎπｓｉｎθ

ｅ
ｋ＋２ｋ１π，ｋ１∈（－Ｎ，Ｎ）

Ｍπｓｉｎθａｋ＝Ｍπｓｉｎθ
ｅ
ｋ＋２ｋ２π，ｋ２∈（－Ｍ，Ｍ） （３２）

由式（３２），有

Ｍ
Ｎ＝
ｋ１
ｋ２

（３３）

由于Ｍ，Ｎ互质，根据文献［１０］定理１可知，不存在
这样的θａｋ，使得式（３３）成立。同样的，可证明不存
在ａｋ，进而无模糊问题得证。
２．４　复杂度分析

本文提出的算法的复杂度主要与收发阵列的数

目、信源数目 Ｋ、快拍数 Ｌ以及搜索次数 ｎ强相关。
本部分主要对比该阵列结构下二维 ＭＵＳＩＣ算法、
ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ［１５］算法、本文的降维算法的复杂

度。首先，按照式（１５）计算空间协方差矩阵 Ｒ^ｘｘ∈
ＣＣ（Ｍ＋Ｎ－１）２×（Ｍ＋Ｎ－１）２，设 ａ＝Ｍ＋Ｎ－１，则复杂

度为 Ｌａ４。对 Ｒ^ｘｘ进行特征值分解的复杂度为 Ｏ
（ａ６）。本文算法在进行 ＤＯＡ估计时使用谱峰搜索
的方式，谱峰搜索部分复杂度为 ｎ［（ａ３＋ａ２）（ａ２－
Ｋ）＋ａ２］。此外，在求解 ＤＯＤ的过程中只涉及轻量

级的计算，因而将该部分复杂度忽略。因此本文算

法总的复杂度近似为 Ｏ｛Ｌａ４＋ａ６＋ｎ［（ａ３＋ａ２）（ａ２

－Ｋ）＋ａ２］｝。同样，可分析得到二维 ＭＵＳＩＣ算法
以及ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法的复杂度并将其列于表
１。此外，为了更直观地表示各算法复杂度的差异，
表１还给出了在搜索步进为０．０１°，Ｍ＝４，Ｎ＝３，快
拍数Ｌ为１０００，信源数Ｋ为５时，各算法乘法次数
的对比。由此可知，本文算法由于避免了二维的穷

尽搜索，复杂度远远低于二维 ＭＵＳＩＣ算法。在上述
仿真条件下，具体的乘法次数仅有二维 ＭＵＳＩＣ算法
的千分之一量级。但是本文算法仍需一维的穷尽搜

索，因而其复杂度相较无需穷尽搜索、以求解闭式解

为特征的 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法依旧是巨大的，
ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法的乘法次数仅有本文算法的
百分之一。但是需指出本文算法与 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳ
ＰＲＩＴ算法的复杂度上的显著差异应当归因于谱峰
搜索算法，与直接求解闭式解算法存在基本原理上

的差别。

表 １　各算法复杂度以及某条件下的乘法次数对比

算法 复杂度 乘法次数

二维ＭＵＳＩＣ Ｏ｛Ｌａ４＋ａ６＋ｎ２［ａ２（ａ２－Ｋ）＋ａ２－Ｋ］｝ ３．７１６７×１０１１

本文算法 Ｏ｛Ｌａ４＋ａ６＋ｎ［（ａ３＋ａ２）（ａ２－Ｋ）＋ａ２］｝ １．４２６１４５×１０８

文献［１５］算法 Ｏ｛Ｌａ４＋ａ６＋６Ｋ２ａ（Ｍ－１）＋６Ｋ２ａ（Ｎ－１）＋１２Ｋ２｝ １．３７４４×１０６

３　仿真结果分析
针对所提算法在 ＭＡＴＬＡＢＲ２０１６ａ软件上进行

了数值仿真，以验证其性能。默认仿真条件为搜索

步进为０．０１°，展开互质阵列以及传统互质阵列的
子阵１、２的阵元数目均分别设为 Ｍ＝４、Ｎ＝３，信源
数目设为６，且６个信源的 ＤＯＤ、ＤＯＡ角度对分别
为［（－６２°，－５０°），（－５５°，－３５°），（－４７°，
－２０°），（５０°，４８°），（６５°，６０°）］。
３．１　ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计二维图谱

信噪比ＳＮＲ设置为 －１５ｄＢ，快拍数 Ｌ为５００，
其他仿真条件均为默认。分别得到展开互质阵列

ＭＩＭＯ雷达、传统互质阵列 ＭＩＭＯ雷达以及均匀阵
列ＭＩＭＯ雷达下的ＤＯＤ、ＤＯＡ联合降维估计算法的
二维图谱，如图２所示。该仿真条件下，展开互质阵
列ＭＩＭＯ雷达下算法可准确识别 ＤＯＤ和 ＤＯＡ，同
时均匀阵列ＭＩＭＯ雷达下的估计已经基本无法得到
正确估计，而传统互质阵列 ＭＩＭＯ雷达下的估计亦
能够识别 ＤＯＤ、ＤＯＡ，但精确度不及展开互质阵列
ＭＩＭＯ雷达下的算法。

４２ 南京邮电大学学报（自然科学版）　　　　　　　　　　　　　２０２０年
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图 ２　信噪比ＳＮＲ＝－１５ｄＢ，快拍数Ｌ＝５００时
各阵列下的ＤＯＡ、ＤＯＤ联合估计图示

进行多信源数的空间谱图的仿真，其他条件不

变，子阵１、２的阵元数目分别设为 Ｍ＝７，Ｎ＝５，信
噪比设为０ｄＢ，信源数设置为５７，ＤＯＤ以及ＤＯＡ均
设为在［－７０°，７０°］上以２．５°等间隔分布。得到空
间二维图谱如图３所示，可见算法几乎能够准确识
别每个信源的ＤＯＤ、ＤＯＡ。
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图 ３　ＳＮＲ＝０ｄＢ，快拍数Ｌ＝５００时多信源空间谱图

３．２　均方根误差仿真
本部分对比双基地传统互质阵列 ＭＩＭＯ雷达

ＤＯＤ、ＤＯＡ联合降维估计算法，双基地展开互质阵列
ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ联合降维估计算法以及文献
［１５］ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法的均方根误差（ＲｏｏｔＭｅａｎ
ＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）。均方根误差的计算公式如下
ＲＭＳＥ＝

１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１

１
Ｇ∑

Ｇ

ｉ＝１
（（ｋ－^ｋ，ｉ）

２＋（θｋ－θ^ｋ，ｉ）
２

槡
） （３４）

其中，Ｇ是蒙特卡洛实验次数，^ｋ，ｉ是第 ｉ次对 ｋ的

估计值，θ^ｋ，ｉ是第ｉ次对θｋ的估计值。
３．２．１　均方根误差随ＳＮＲ的变化关系仿真

快拍数设为１０００，其他仿真条件均为默认。每
个信噪比下进行１００次蒙特卡洛实验，得到 ＲＭＳＥ
关于 ＳＮＲ的变化关系如图４所示。可见本文算法
在信噪比较低时显著优于其他的两种算法，在 ＳＮＲ
低至 －１４ｄＢ时 ＲＭＳＥ可达到小于 ０．２°，而 ｃｏｍ
ｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法的 ＲＭＳＥ几乎达到了 ０．９°。在
信噪比较高时，本文算法仍具备明显优势。所以在

ＲＭＳＥ关于信噪比变化中本文算法全面优于其他两
种算法。
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图 ４　几种估计方法的ＲＭＳＥ随ＳＮＲ变化情况

３．２．２　均方根误差随快拍数的变化关系
设置信噪比ＳＮＲ为０ｄＢ，其他条件为默认。同

样地，在每个快拍数下进行１００次蒙特卡洛实验，得
到ＲＭＳＥ随快拍数的变化关系，如图５所示。可见
本文算法ＲＭＳＥ在快拍数由１００升至１０００的过程
中均明显优于其他两种算法。同样可见本文算法的

ＲＭＳＥ在快拍数大于３００以后对快拍数的进一步提
高已不再敏感。
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图 ５　几种估计方法ＲＭＳＥ随快拍数变化情况

５２第２期 周　围，等：双基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达ＤＯＤ、ＤＯＡ降维估计算法



３　结束语
本文针对双基地展开互质阵列ＭＩＭＯ雷达下的

ＤＯＤ、ＤＯＡ联合估计进行了深入的研究。首先，该
阵列结构将展开互质阵列作为ＭＩＭＯ雷达的收发阵
列，获得了大幅扩展的阵列孔径，其次ＭＩＭＯ雷达能
够获得远超实际阵元数目的虚拟阵列，这在提高算

法估计精度的同时亦使得自由度大幅提高，达到（Ｍ
＋Ｎ－１）２。基于该阵列，提出了基于降维ＭＵＳＩＣ算
法的ＤＯＤ、ＤＯＡ估计方法。该算法下 ＤＯＤ、ＤＯＡ自
动配对，且子阵间距大于半波长可能导致的相位模

糊问题可由子阵数目互质得以消除。该算法获得了

显著提升的分辨率、自由度以及低信噪比下更为优

异的估计性能。仿真结果表明算法在信噪比低至－
１５ｄＢ时，对６个信源的估计仍有着优异的估计性
能，在识别信源数目高达 ５７个的场景下亦优势明
显。在均方根误差关于信噪比以及均方根误差关于

快拍数的性能比较上，算法亦显著优于传统互质阵

列ＭＩＭＯ雷达下的降维ＤＯＤ、ＤＯＡ估计算法以及展
开互质阵列 ＭＩＭＯ雷达下的 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算
法。基于上述仿真实验可得出结论，算法的估计性

能全面优于传统互质阵列ＭＩＭＯ雷达下的估计算法
以及文献［１５］中的 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法。但是，
值得说明的是本文算法优于 ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＳＰＲＩＴ算法
是在复杂度呈指数级提升的前提下获得的。
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